证明不等式的四种通法列举
吉林省长春市东北师范大学附属实验学校

李季       

在高中数学第二册（上）中，介绍了证明不等式的三种通法，即“比较法”、“综合法”、“分析法”，实际还应该介绍一种通法——“反证法”。大部分不等式都可以运用其中的一种通法证明，只是根据不等式的不同结构，难易或简繁程度不同而已。所以从优化解题过程的角度考虑，证明不等式时，首先要选择好符合题目本身的“通法”。下面根据几道典型例题的列举来说明如何恰倒好处地选择“通法”。

例1  已知
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，求证
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本例首先按上面所述的四种通法给出证明

证法一（比较法——作差）：
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证法二（比较法——作商）：
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证法三（综合法）：
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证法四（分析法）：
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因为
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证法五（反证法）：

假设
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这与
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评注：此例是由于结构的特殊性（结构相对特殊和简单），所以运用四种通法（包括比较法中的作商）都比较容易地完成了证明。但还是不难看出一些差别，下面根据例1的五种证法分析如何在证明不等式时恰倒好处地从四种通法选择最佳的通法。
1．从四种通法看，例1的最简捷证法是运用“综合法”，但难度也最大（最难想到），最麻烦的证法是“比较法——作差”，但难度也最小（最容易想到），而后两种证法虽然完全可行，但平常我们证明比较简单的不等式时一般不会选择的通法。

2．在证明不等式时，选择哪种通法证明取决于不等式的结构。如果不等式的结构便于作差（多项式或分式或同底的对数）或作商（幂指数或分式），就用“比较法”证明；如果不等式的结构是对称形式或符合一些公式形，就用“综合法”证明；如果不等式结构的根式或分式，就用“分析法”；如果不等式结构用以上通法较难运用的形式（包括极端问题的证明），就用“反证法”。
3．在很多资料上还提到：证明不等式的通法还有“放缩法”，实际从通法的范围看“放缩法”隶属于“综合法”，所以在本文中并没有把“放缩法”作为独立的一种通法。
下面再列举四个典型的例子来进一步说明如何在证明不等式时运用好通法。

例2 已知
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分析：观察已知条件和结论的结构，不难看出，此题比较适合运用“综合法”。

证法一：
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证法二：
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证法三：
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证法四：
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证法五：
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则
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证法六：
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评注：以上六种证法都是运用“综合法”证明同一个不等式的方法，从中不难看出，对于同样的通法——“综合法”，由于观察题目结构角度的不同，产生了不同的证法。
例3 求证:
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证法一分析：根据不等式的结构特征（根式），运用“分析法”
证法一：

欲证
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只需证
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即证
[image: image43.wmf]2

2

)

2

3

(

)

4

1

(

-

+

-

<

-

+

-

x

x

x

x

(x≥4)

展开得2x-5+2
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即
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只需证［
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即证x2-5x+4<x2-5x+6，即4<6这显然成立

故
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证法二分析：虽然不等式结构是根式，但根式的结构也很特殊（左右两边的有理化因式都是各自的倒数），所以可以运用综合法。

证法二：∵x≥4
所以
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例4  求证：
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分析：从不等式左边结构看，是数列
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项和，但这个数列的通项公式是不可求和的结构形式，所以只能放缩为可求和的结构形式。

证明：∵
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例5已知x,y∈R+,且x+y>2,求证:
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分析：根据结论的特殊性（至少有一个小于2），运用“反证法”证明。

证明：假设
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将两式相加得:x+y≤2,与已知x+y>2矛盾,

故
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同步练习题

1． 已知
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2．已知
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3．求证：ab+cd≤
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4．设an=
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求证:
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5．已知
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求证：不论实数
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中至多有两个是负数。
提示：
1．
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2．因为
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3．①当ab+cd<0时,ab+cd<
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②当ab+cd≥0时,用分析法证明即可

4．因为
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5．（用反证法）可构造出矛盾：
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注：本文2007年在《高中数理化》（第6期）上发表。
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